DRITTE ABHANDLUNG UBER DIE
TRANSFORMATION UND BESTIMMUNG VON
DOPPELINTEGRALEN"

Carl Jacobi

UBER DIE SUBSTITUTION

cosy — 1 Cos ¢
\/mm cos? ¢ + nnsin® g cos? P + pp sin® @ sin” ¢
sinycos ¢ = sin g cosy
\/mm cos? ¢ + nnsin® @ cos? i + pp sin? ¢ sin® P
sinysin® = peingsing

\/mm cos? ¢ + nnsin® g cos? P + pp sin® g sin” ¢

1.
EIN ALLGEMEINER AUSDRUCK FUR DAS OBERFLACHENELEMENT
EINER KUGEL

Wir wollen festlegen, dass x, y, z die orthogonalen Koordinaten eines Punktes
auf der Oberfldche einer Kugel bezeichnen, deren Mittelpunkt den Ursprung
der Koordinaten bezeichnet und deren Radius = 1 ist, woher
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xx+yy+zz=1

ist. Es sei weiter dS das Element der Kugeloberfldche, es ist bekannt, dass dS
durch zwei von den Variablen x, y, z auf diese Weise ausgedriickt wird:

dydz dzdx dxdy
dS — = = ,
Vi-yy—zz V1—zz—xx J/1—xx—yy
(1) oder:
s — dydz _ dzdx _ dxdy.
x y z

Dasselbe Element, nach Setzen von

X =cos#y, Yy =sinycos?®, z=sinysind,

ist bekannt

(2) dS = sinydnd?d

zu werden.

Um einen allgemeinen Ausdruck des Flachenelements der Kugel zu erhalten,
wollen wir annehmen, dass nach Vorgabe dreier beliebiger Funktionen u, v, w
der Variablen ¢, ¢ die Koordinaten eines Punktes auf der Kugel diese werden:

u 0 w

7 - 7 Z_ 7
vV uu 4+ ovv + ww Y Vuu 4+ oo+ ww Vv uu + ovv + ww

und wollen fragen, wie dS durch die Variablen ¢, ¢ ausgedriickt wird.

Und zuerst bemerke ich, dass aus der bekannten Theorie der Transformation
von Doppelintegralen Formel (1) sofort gibt:



[wer oy
xdS = 393y 3y g dedip,
[ 9z ox 0z 0x |

~[ox9y  oxdy]
zdS = %ﬁ - %% dedi.

Nachdem jene drei Formeln respektive mit x, y, z multipliziert und anschlie-
end addiert worden sind, geht hervor:

[ [wor ayes], [emax azax]  _[axay ovay
G) ds_{x[aqoaav atpaqo}”[afpaw at,va(p]“[afpaz/] apap) § 19V

Wir wollen in dieser Formel anstelle von x, y, z die Briiche

u v _w
YTy AT

einsetzen; der Ausdruck auf der rechten Seite erfreut sich der einzigartigen
Eigenschaft, dass nach gemachter Substitution die partiellen Differentiale des

Nenners ¢ in ihm nicht aufgefunden werden; oder es wird allgemein sein:

X =

[ awas] rezox szax], [oxdy oxdy
99y oyag) 7 |apay  apag dpdyp  JPdg

1 { [87) ow 0dv 8w] [E)wau 8w8u} [au Jdv  Jdu 80] }
u — v w —

“ el [apay  apag] " [pdy  yoag Iy Iy Iy

(4)

dp dyp  IYP g

Es wird ndamlich:

0z ay 1_8w_wav}




wahrend die mit g—; multiplizierten Terme verschwinden. Nach respektivem
Multiplizieren der Gleichungen mit

Jz 1low wot oJx 1lou wudt dy 1dv v ot

oY  tay ttay op top ttoy AP top top

ot

und anschlieSender Addition, verschwinden auch die mit o

Terme, woher Formel (4.) hervorgeht.

multiplizierten

Nach Aufstellen von (3), (4) und Setzen von

tt = uu + oo+ ww

sehen wir nun, wenn wir freilich

u (% w

, sinycost = , sinysing =
Vuu + 0o + ww Vuu + vv + ww Vuu + 0o + ww

setzen, wihrend u, v, w drei beliebige Funktionen der Variablen ¢, , dass das
Oberfliichenelement der Kugeloberfliche wird:

cosn =

dS = sinndndd
(5) Jvodw  0Jv ow Jwou Jdwdu ou dv  du dv
u +v w dedy

Ipdp oydp|  [99dp ¢ g Ipdy  dgdg
[uu + vo + ww]

NG

Dies ist der gesuchte Ausdruck.

2.

Wir wollen die Anwendung der allgemeinen Formel (5) auf den einfachsten
Fall machen, in welchem

u=mcosp, vV=mnsing@cosy, w = psingsiny

ist, oder



cos ] — 1.CoSs ¢
\/mm cos? ¢ + nn sin® ¢ cos? i + pp sin® g sin® P

(6) siny cos ¥ = nsinpeosy ,
\/mm cos? ¢ + nn sin® ¢ cos? i + pp sin® g sin® P

sinysintd = psingsiny .
\ \/mm cos? ¢ + nnsin® g cos? P + ppsin? g sin® ¢

In diesem Fall ist leicht klar, dass Formel (5) in diese tibergeht:

mnp sin pd pdip

7 sinydndd® = .
) e [mm cos? ¢ + nnsin? ¢ cos? P + pp sin? @sin® )

Zu dieser gelangt man auch, indem man diese Substitutionen nacheinander
verwendet:

m 9 — ptanlp,
n

cosy = , ftan
\/mm + (nncos? ¢ + ppsin® ¢) tan?

welche mit den vorhergehenden iibereinstimmen, und in leichter Weise geben:

mnp sin ¢ddip _ np sinydndiyp
mn cos? @ + nnsin® @ cos? P + ppsin? gsin? p]2  nncos? P + ppsin®
(8) ¢ ¢ cos” + ppsin” g sin”
npsin 77d77d1{1 — — sinpdydd.
nn cos? P + ppsin” P

Diese ergeben zusammen die Formel (7).

Wir wollen umgekehrt cos ¢, sin ¢ cos 1, sin ¢ sin ¢ durch cos#, sin# cos ¢,
sin 7 sin ¢ ausdriicken. Es sei der Kiirze wegen

R = mm cos? ¢ + nnsin? ¢ cos® P + pp sin® @ sin” y;



aus den Formeln (6)

1M Cos ¢
VR '

nachdem der Kiirze wegen wieder

nsin ¢ cos psin ¢ siny

, sinysing =
VR TR TUR

cosy =

sin# cos ¥ =

cos® 7 n sin? 57 cos? ¢ n sin? 77 sin® ¢
mm nn pp

P =
gesetzt worden ist, folgt:

(9) RP=1,

woher:

(10) cos @ = cosn sin g cos i) — sin# cos ¢ smiysmﬂ.

mv/P’ nvP ' pvV'P

Die vorhergehenden Formeln dienen in angenehmer Weise zur Transformation
der Integrale durch die vorgelegte Substitution.

sin @ siny =

3.

Durch die vorgelegte Substitution wird das Doppelintegral

/ / U sin pdpdp
\/mm cos? in?

@ + nnsin® g cos? P + ppsin? g sin®

in welchem U eine gerade rationale Funktion der Grofien cos ¢, sin ¢ cos i, sin ¢ sin ¢
war, immer in ein anderes transformiert, in welchem sich das Element einer ratio-
nalen Form erfreut. Es namlich leicht klar, dass U eine durch cos#, sin# cos 8,
sin 7 sin ¢ rationale ausgedriickte Funktion sein wird; daher hat das Integral,
in welches das vorgelegte umgewandelt wird,

// U sin ndndd
mnp cos? 17 sin® 17 cos? ¢ N sin? 7 sin® 9’

pp

hat die besagte Form.



Was die Grenzen betrifft, folgt aus den oben dargebotenen Formeln

m , tanﬂ — M’
\/mm + (nn cos? ¢ + pp sin® ) tan? @

cosy =

dass sowohl die Winkel 77, ¢ und die Winkel ¢, ¢ zugleich von 0 bis hin zu
7 wachsen. Sooft also das vorgelegte Integral {iber den Oktanten der Kugel
erstreckt wird, oder von ¢ = 0, ¢ = 0 bis hin zu ¢ = %, P = 2, muss auch
das transformierte Integral iiber den Oktanten der Kugel erstreckt werden,
odervonn =0,8 =0bishinzuy = 7,90 =7

Daher folgt, sooft U eine ganz rationale Funktion von cos® @, sin® ¢ cos® ¢,
sin? ¢ sin® ¢ war, dass das Doppelintegral

/ / U sin pd pdip

[mim cos? ¢ + nnsin? @ cos? P + pp sin? g sin? ]2+
erstreckt von ¢ = 0, ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7, ¢ = 7, immer entweder durch
elliptische Integrale, welche sich auf die erste und zweite Gattung beziehen, oder sogar

algebraisch ausgedriickt werden kann. Denn das vorgelegte Integral besteht aus
den Termen

// (cos @)% - (sin ¢ cos P)?F - (sin g sin )% - sinq)dq)dl[]
[mim cos? ¢ + nnsin? @ cos? P + pp sin? psin? ]2+

welche durch unsere Substitution in die folgenden transformiert werden:

1 / / cos 1) - (sin# cos @)% - (siny sin 8)27 - sin ydydd
mA 2 p2rl cos? 1, sin? 7 cos? @ N sin? 77 sin® ¢ SLARAR
mm nn pp

Diese Integral, zwischen den angenommenen Grenzen genommen, sofern
n > o+ B+ +1 gilt, ist leicht klar algebraisch zu werden; denn in dem Fall
wird die zu integrierende Funktion ganz. Sooft aber a + + ¢ +1 > n ist,
nachdem die erste Integration nach ¢ ausgefiihrt worden ist, werden wir zu
Integralen gefiihrt, welche bekannt sind auf die erste und zweite Gattung von
elliptischen Integralen zurtickgefiihrt werden zu kénnen.

Aus diesen Erlduterungen folgt auch leicht, sooft R aufer den Quadraten cos ¢’,



sin ¢’ cos Y/, sin ¢’ siny’ auch die Produkte von je zweien enthilt, und U eine
beliebige ganz rationale Funktion deren bezeichnet, dass das Doppelintegral

// Usin ¢'dg’dy’

2n+1 4
erstreckt iiber die ganze Kugel, entweder algebrazsch oder durch elliptische Integrale

ausgedriickt wird.

Denn durch die Koordinatentransformation wird das Integral in ein anderes
der Form:

/ / U sin pddy
[mm cos? ¢ + nnsin? ¢ cos? P + pp sin® @sin® ] 2

transformiert, welches auch selbst {iber die ganze Kugel erstreckt wird; daher
konnen aus dem Zihler U alle Terme verworfen werden, die nicht aus den
Quadraten von cos ¢, sin ¢ cos ¢, sin ¢ siny zusammengesetzt sind, welche
natiirlich, zwischen den angegebenen Grenzen integriert, verschwindende
Terme ergeben. Nachdem also diese Terme verworfen worden sind, nimmt
das Integral die oben angegebene Form an.

4.

Durch die vorhergehenden Betrachtungen wird leicht das vom hoch geehrten
CaucHy einst vorgelegte Theorem (Sur I'intégration des equations lineaires aux
differences partielles et a coefficients constants: Journal de I’école polytechnique, cah.
XIX, p. 529) bewiesen; natiirlich, dass das Doppelintegral

//F acos @ + bsin ¢ cos P 4 csin g sin
\/A cos? @ + Bsin? ¢ cos? ¢ + C sin® ¢ sin” ¢

. sin pddy
[Acos? ¢ + Bsin? ¢ cos? i + Csin® @ sin? 1] 2

iiber die ganze Sphére erstreckt,

2 nP %—I—@—I—E-Cos’sin 'do’
VABC J AT Cy emeay

wird; daher wird, nach Setzen von



/xF(x)dx = xyp(xx),

wird das vorgelegte Integral sein:

aa  bb cc

VABC

Um dies zu beweisen, sei

A=mm, B=mnn, C=pp;

das vorgelegte Integral wird durch unsere Substitution in dieses transformiert

1 //P <ac0517 n bsiny cos ® . cs1n1751n19> sinydndo.
mnp m n p

Dieses, wie der illustre PoissoN zuerst bemerkt hat, geht durch eine Koordi-
natentransformation leicht in dieses tiber:

1 a1 b e osol | sinododd
mnp//F< mm+nn+pp cosgo)smgod(pdl?,

welches also von ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 27 integriert die Form annimmt,
welche der hoch geehrte CaucHY vorgestellt hat.

Der aufierordentliche Herr ist zu angegebenen Formel vermoge ziemlich
eleganter Anwendungen des allbekannten Lehrsatzes gelangt, welcher den
Namen seines Entdeckers FOURIER trdgt. Unsere Methode wird vielleicht
direkter erscheinen; sie gibt sogar unbestimmte Transformationen an die
Hand.

5.

Mithilfe der von uns vorgelegten Substitution gelingt auch die Bestimmung
der Fldche eines Ellipsoiden, welche als erster mit weit anderen Methoden
der illustre LEGENDRE in applicationibus functionum ellipticarum ad geometriam
angegeben hat, welche in denExercitiis calculi integralis oder in Tractatu de
functionibus ellipticis (Vol. I) gefunden werden. Es sei ndmlich



mmxx + nnyy + ppzz =1
die Gleichung fiir einen Ellipsoid, wahrend %, %, % die Halbachsen bezeichnen;
nachdem
L 059 __singcosy Z_singosin¢
- m 7 - n 7 - p 7

gesetzt worden ist, weil klar und bekannt ist, dass es geschehen kann, wird
leicht bewiesen, dass das Flachenelement

1

—— \/mm cos? ¢ + nnsin? g cos? P + pp sin® ¢ sin? ¢ sin pd pdp

sein wird. Dieses nimmt aus dem, was wir oben gesagt haben, durch die Win-
kel 77, ¥ ausgedriickt eine rationale Form an, und wird zweimal integriert ohne
Miihe durch elliptische Integrale ausgedriickt. Es sind aber cos#, sinn cos ¢,
siny sin®, mit deren Hilfe das Flichenelementsdes Ellipsoids rational ausgedriickt
wird, die Kosinus der Winkel, welche die Normale in einem Punkt der Oberfliche
des Ellipsoiden mit seinen Achsen bildet. Nattirlich ist aus den Elementen der
Geometrie bekannt, dass diese Kosinus sind:

mmx nny ppz
Vmixx +ntyy + plzzt mtxx -ty + plzzt /mixx + ndyy + plzz

oder durch die Winkel ¢, ¢ ausgedrtickt:

1M Cos @

= cos7],

\/mm cos? ¢ + nnsin® g cos? P + ppsin? g sin® i
7 81N ¢ cos P — sinyjcos 8,

\/mm cos? ¢ + nnsin® @ cos? P + ppsin? @ sin®
psimgsiny = sinzsin ¥,

\/mm cos? ¢ + nn sin® g cos? i + pp sin® g sin® P

was zu beweisen war.

10



Wir wollen das Vorhergehende an einigen Beispielen illustrieren; in diesen,
wenn nichts anderes gesagt wird, nehmen wir an, dass die Integrale {iber
den Oktanten der Kugel erstreckt werden, oder von ¢ =0, =0zu ¢ = 7,
¢ = 7, und daher auchvony =0, ¢ =0bishinzuy = 7, ¢ = 7.

6.
BEISPIEL I

A / / sin pddy
[mm cos? ¢ + nnsin? ¢ cos? P + pp sin? @sin® )
Unter Verwendung der vorgelegten Substitution wird aus (7) A in den folgen-
den sehr einfachen Ausdruck transformiert:

A // sin 17d17dl9,
mnp
und daher wird nach Ausfiihren der Integrationen innerhalb der angegebenen

Grenzen:

T
A= .
2mnp

Diesen Wert hat der hoch geehrte CaucHY an erwidhnter Stelle aus der oben
zitierten Formel (§ 4) abgeleitet, indem er die mit dem vorangestellten F
bezeichnete Funktion einer Konstante gleich setzt. Dasselbe hat als erster
schon der illustre LAGRANGE (Mém. de I’Acad. de Berlin a. 1792 p. 261), wahrend
er die Masse eines Ellipsoiden gesucht hat.

7.
BEISPIEL II

sinddiy

=1/
\/mm cos? ¢ + nnsin® g cos? P + ppsin? @ sin® ¢

Wir haben in § 2 diese Formeln angegeben:

mnp sin od pdip
VR

sinydndd = RP =1,

woher

11



sinpdpdyp 1 sinndndd
vR  mmp P

Daraus geht hervor:

// sinydndd
~ mnp cos? 17 sin? 17 cos2 (o4 n sin?7sin? ¢
pp

Nach Integrieren nach & wird sofort:

s

T sinndy

2mnp 0/ cos?n  sin’y cos?n  sin’y
(mm * nn ><mm + pp>
Damit dieses Integral in die tibliche Form von elliptischen Integralen gebracht
wird, wollen wir die Grofsen m, n, p unterscheiden und m > n > p setzen.
Das lasst sich nach Belieben tun. Denn das vorlegte Doppelintegral dndert
den vorgelegten Wert nicht, wenn die Groflen m, n, p, oder was dasselbe
ist, die Grofsen cos @, sin ¢ cos §, sin ¢ sin ¢ untereinander vertauscht werden.
Das wird am gefundenen Wert von B leicht bewiesen. Denn nach Setzen von
entweder Z tan7 oder £ tany anstelle von tan, woher die Grenzen nicht
verandert werden, erhidlt man dieselben Transformationen, als wenn entweder
n oder p mit m vertauscht werden. Aber allgemein, sofern das Doppelintegral

//F(cos @, sin ¢ cos P, sin @ sin P ) sin pd pdyp

tiber den Oktanten der Kugel erstreckt wird, lassen sich in der Funktion
F jene GrofSen cos @, sin ¢ cos ¢, sin ¢ sinp in beliebiger Weise miteinander
vergleichen, wahrend der Wert des Integrals derselbe bleibt.

Wir wollen festlegen:

4

(1) \/coszn+sin217_cosw \/coszn+sin217_ V1-Ksinfw  Alw)

mm pp p mm nn n n

was moglich ist, wenn freilich kk konstant festgelegt:

12



(12) kk="""""" " qaherauch Kk =1—kk = PP
mm — pp mm — pp
Man hat zugleich:
msinw —m cos wdw
(13) cosyp = ———=, sinydp = ———.
1 mm — pp 1 v mm —pp
Daher
(14) 1 ! . 2311177(1217(119 I
mnp  cos°n 4 S cos % |, sin”ysin 1%
mm nn pp
- —np cos wdwd?
/mim — pp[ppA?(w) cos? ® + nn cos? wsin® 9]
Sofern n = 0 ist, wird cosw = %, sofern 7 = 7 ist, wird cosw = 1, w = (;

daher werden beziiglich des Winkels w die Grenzen arccos £ und 0 sein.

Nach Bemerken dieses Dinge, findet man

7T
dw dw

Zx/W_PPO Alw) 2 0 \/mmcos2w+nﬂSiHZW—PP

oder unter Verwendung der Notation des illustren LEGENDRE:

7tF (w, k)
2/mm —pp’

13 _ P _ mm—nn
wenn freilich cosw = 7, k= ,/ P —pp ist.

8.

B —

Die Ausdriicke von B durch die einfachen Integrale, welche wir im Vorherge-
henden angegeben haben, obwohl, was geschehen muss, sie den Wert nicht
verdndern, nachdem m, n, p miteinander vertauscht werden, erfreuen sich
dennoch nicht einer symmetrischen Form dieser Gréflen. Eine Form von dieser
Art hat der Ausdruck, welcher sich aus dem oben gefundenen Wert von A

13



mit den folgenden Betrachtungen ableiten lasst.

Man setze in Beispiel 1. mm + x, nn + x, pp + x anstelle von mm, nn, pp,
woher man findet:

A // sin pdpdy
(x 4 mm cos? ¢ + nnsin® ¢ cos? P + pp sin® @ sin’ 1,0)% '

Dieses gibt mit %dx multipliziert und von x = 0 bis hin zu x = co integriert

N|—=

;/Adx:// : Singledy g
4 (mm cos? ¢ + nnsin” ¢ cos? P + pp sin” @ sin” )

Aber nun, nach der erwdhnten Vertauschung, wird aus Beispiel I:

A="1. ! .
2 /(x+mm)(x+nn)(x+ pp)
Daher haben wir:
B[/ sin pddy
(15) \/mm cos? ¢ + nn sin® g cos? i + pp sin® g sin® P
IS dx
4y /G mm)(x - an)(x + pp)

Daher geht, nachdem wir in dem transformierten Wert von B

sin ndnd?d
mnp // cos? ;7 sin’ 17 cos® ¢ + sin? 17 sin” ¢
pp
wir 1,1 % anstelle von m, n, p gesetzt und ¢, i anstelle von 77, & geschrieben
haben, hervor:

sin pdpdy
(16) //mmcos2 in’ 2 in? ¢ sin’
@ + nnsin® ¢ cos< P + pp sin® ¢ sin” P

14



_n]o dx
4 ) VA mmx) (1 + nnx) (1 + ppx)’

nachdem die Doppelintegrale immer von ¢ = 0, ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7,
¢ = 7 erstreckt worden sind. Jede der beiden Formeln ist sehr elegant. Das
andere Integral lasst sich auch so darbieten:

7'(/oo dx
4 J Vx(x +mm)(x +nn)(x + pp)

Uberdies leitet man aus (15) den oben gefundenen Wert

nF(w,k) m T dw

2ymm—pp  2J \/mmcoszw—l—nnsinzw—pp

sofort ab, nachdem

x4+ pp

— P — cot?w
mm — pp

gesetzt worden ist.

9.
BEISPIEL III: BESTIMMUNG DER FLACHE DES ELLIPSOIDEN

C://\/mmCOSZ(P_HmSinquCOSleJ-l-PPSinz(pSinzlp-sincpdcpdlp_

Wir wollen festlegen, dass die orthogonalen Koordinaten x, y, z des Punktes
durch die zwei Variablen ¢, i gegeben sind; es ist bekannt, dass im Allgemei-
nen das Flachenelement 4S der Kugel durch ¢, i auf diese Weise ausgedriickt
gegeben:

B dy 0z  dy 3z > dz 9x 9z ox\? ox dy  dx ay\”
M (oo~ ovan) + o —opag) * (apay —spoq) o

Es sei

cos ¢ sin ¢ cos ¢ sin @ sin
= 7= —-
m n ’ p

7

15



woher

mmxx + nnyy + ppzz = 1;

die Oberflaiche wird die eines Ellipsoiden sein, dessen Halbachsen

111
m’ n’ p
sind und das Flachenelement wird aus der allgemeinen Formel:

cos?p sin®@cos’y sin® psin’y VR - sin pd pdyp
ds = \/ e + D2 +— 5 singdedy = wnp :

Dieses muss, um die ganze Flache S des Ellipsoiden zu erhalten, von ¢ = 0,
¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7, ¢ = 271 integriert werden; daher

g _ 8C
mnp.

Aus unseren Formeln

sinnydndd = mnpw\/;%om’b, VRP =1

geht hervor:

VR -singpdpdy  sinndndd

a5 = mnp - m2n2p2PP’

daher sehen wir aus § 5, wihrend cos, siny cos d, siny sin ¢ die Kosinus der
Winkel bezeichnen, welche die Normale in einem Punkt des Ellipsoiden mit den
Achsen bildet, dass das Fliichenelement sein wird:

gs — sinndndd _ sinydndd

m2n2p2 <COSZ / sin” 17 cos® 8 n sin? 7 sin’ 19) 2 m2n2p2PP’

mm nn pp

Wir haben den folgenden transformierten Ausdruck von C gefunden:

c— 1 //sinndndﬂ
~ mnp rpp

Nachdem wir anstelle des Winkels # den Winkel w eingefiihrt haben, wird
aus § 7 (11), (13):

16



// cos wdwdd
\ /mm pp [ppA2w cos? & + nn cos? wsin® 92

Nach der Integration von ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7 hat man:

T ©nncos?w + ppANw  dw
C= J 2 w2 " Aw
4\/mm —pp , cos= wA*w Aw

w

= = | a7 o

A /mm — pp Nw PP cos2 wAw
Zur weiteren Reduktion bemerke ich, dass nach der Ableitung leicht diese
Formeln bewiesen werden:

d (sinwcosw) k/k/
kk——Bw ) — Ay — "
dw Y
d(me) o KK
dw cos2wAw  Aw
d cogwAw o
( sin w ) = — 5 1 + L — Aw.
dw sin“wAw ~ Aw

Aus der ersten und er zweiten wird:

jﬂ’dl _ E(w) kk sinwcosw
o Mw KK KK Aw

}" dw (w) — E(w) 1 sinwAw
5 cos2wAw Kk’ Kk cosw
und daher:
_ s nn — pp _ kknn sinwcosw = pp sinwAw
€= 4 /mm—pp | KK E() +ppE(w) k'k' Aw kK'k' cosw

In dieser Formel ist aus (7)

cosw:E, szﬁ, kk:M, k’k’:M,
m m mm — pp mm — pp

17



woher der gefundene Ausdruck von C in zur folgenden zusammengezogen
wird:
m

_ .2 2
C= Tsnmw [sin® wE(w) + cos” wF(w)] +

np
4dm
1 1 1

Daher wird die ganze Flache des Ellipsoiden, dessen Halbachsen -, -, 5 sind:

sin® wE(w) + cos? wF(w) L
np sinw mm |’

S=2m

10.
UBER DIE SUBSTITUTIONEN

cos ¢ = sinhA(h', ") cosn = siniA(i', k')
sin ¢ cos i = cos h cos I’ sin#y cos® = cosicosi’,
singsiny = sinh'A(h, A), siny sind = sini’A(i, k).

Die vorhergehende Bestimmung der Flache des Ellipsoiden stimmt mit der
iiberein, welche einst der illustre LEGENDRE mit zwei verschiedenen Methoden
gefunden hat, von denen die eine tiber die Entwicklung in eine Reihe vorgeht;
die andere Methode, die der illustre Herr verwendet hat, ist auf die Transfor-
mation von Variablen gesttitzt. Ich sage, dass sie umso bemerkenswerter ist,
weil das Flachenelement, durch die neuen Variablen ausgedriickt, in zwei Teile
geteilt wird, welche jeweils getrennte Variablen haben, sodass sie zweimal integriert
die Produkte von zwei einfachen Integralen werden. Aber die Form, in welcher
die separierten Variablen gefunden werden, scheint, so wie es bei Differential-
gleichungen der Fall ist, auch bei den Doppelintegralen sehr hilfreich zu sein.
Fiir das gegenwirtige Ziel hat der illustre Herr die Flache in unendlich kleine
rechteckige Elemente aufgeteilt, welche bei der gegenseitigen Uberschneidung
von den einen Kriimmungslinien mit den anderen Kriimmungslinien gebildet
werden. Diese Elemente hat er durch zwei solche Variablen ausgedriickt, dass,
wahrend die eine der beiden konstant bleibt, aber die andere variiert wird,
die auf derselben Kurve der Kriimmung liegenden Elemente erhalten werden.
Nachdem aber fiir jede der beiden Variablen die Integration zwischen konstan-
ten Grenzen durchgefiihrt worden ist, wird daraus die Flache des Rechtecks
gefunden, die von vier Kriimmungslinien eingeschlossen wird. Diese werden
im Allgemeinen mit der dritten Gattung von elliptischen Integralen ausdriickt
gefunden. Die wesentlichen Schritte der Rechnung sind diese. Es sei
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AN — pp(mm — nn)

A/A/ . mm(nn B pp)
nn(mm — pp)

-~ nn(mm — pp)’

4

und man setze:

mx = cos ¢ =sinhA(W, A,
ny = sin ¢ cos i = coshcost/,
pz =sing@siny = sinh'A(h, M),

wéhrend wie oben x, y, z die Koordinaten eines Punktes auf der Oberfldche
des Ellipsoiden bezeichnen, dessen Gleichung

mmxx +nnyy + ppzz = 1

ist oder Halbachsen -, 1 1 sind. Nachdem diese Dinge festgelegt worden
sind, wird aus der bekannten Theorie der Kriimmung von Kurven bewiesen,
sofern 1’ konstant ist und / variiert wird, dass die Punkte der einen Haupt-
kriimmung erhalten werden; sooft aber h konstant ist und 4’ variiert wird,

werden die Punkte der anderen Hauptkriimmung erhalten.

In der vorgelegten Substitution werden sowohl cos ¢, sin ¢ cos 1, sin ¢ sinyp
durch zwei Faktoren ausgedriickt, von welchen der eine den anderen als
Variable enthilt, und dasselbe wird entdeckt bei einer durch die Winkel
h, I’ ausgedriickten Funktion R zu passieren. Nachdem die Substitution
durchgefiihrt worden ist, geht namlich hervor:

VR = \/mm cos? ¢ + nn sin® g cos? i + pp sin® g sin® P

1
= E\/mmsinzh—i—nncoth : \/ppsinzh’—i—nncoszh’ :

Weiter erhilt man das Flichenelement der Sphére, ausgedriickt durch ki, 1’

i ododi — (AAcos? h + A'A! cos? W' )dhdh'
sin gdgay = A(h, MA(, N

Daher sehen wir, dass auch dieses Element in zwei Teile geteilt wird, welche
jeweils separierte Variablen hat.
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Durch die Gleichungen, die denen vollkommen identisch sind, in denen
cos ¢, sin ¢ cos P, sin ¢ sin ¢ von den Winkeln 4, I’ abhidngen, werden cos7,
sin# cos ¥, siny sin ¢ durch die neuen Winkel i, i’ ausgedriickt, wenn man
freilich

p

. m .
tani = —tanh, tani = =tanh’
n n
setzt. Nach Festlegen von all diesem hat man
VR — mnp
/mm cos? i + nnsin?i - \/pp cos?i’ + nn sin

nA(W,\)

;
21'/

nA(h,\)

- A(l,k), = A<i//k/)/
Vmmsin? h + nn cos? h \/PP sin2 ' + nn cos? b’
woher
1M COS @ 1
cosy = = siniA(i, k'),
U] R (', k')
. nsin ¢ cos . y
sinycos = ————— = cosicos?,
Ui VR
. . psin gsiny T
sinysind = ——1 =sini’A(i, k
U R (i, k)
und auch:

mnp sin pdedyp  [kkcos? i+ K'k' cos? i'|didi’
B AGRATE)

wenn freilich die Moduli k, k' wie oben

sinndndd =

(1)

g mm—nn o, [nn—pp
~\ mm—pp’ -\ mm—pp

gesetzt werden. Nachdem wie oben cosw = £ gesetzt wird, lasst sich VR
auch diese Form geben:

VR = n
\/1 — kk sin® w sin? i - \/1 + k'K’ tan? w sin® i
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Daher nimmt das Flachenelement des Ellipsoiden dS durch die neuen Winkel
i, i’ ausgedriickt diese Form an:

VR -singdpdy  n? kk cos? i + k'k' cos? i’ didi'

s = = . C— , .
mnp m2p2 |1 — kksin® wsin® i]2[1 + k'K’ tan? wsin? i']2  A(i, k)A(i', k')

So sehen wir, dass das Flachenelement des Ellipsoiden, durch die Winkel i, i/
ausgedriickt, in zwei Teile aufgeteilt wird, in denen die Variablen separiert
sind. Also wird nach Setzen von

kk cos? idi di’

—1,
/ [1 — kk sin® wsin? i]2A (i, k) / [1 + k'K tan? w sin® i"]2A (i, k')
I di _M I K'k' cos?i'di’ _

[1 — kk sin® wsin? i]2A (i, k) [1+ k'K tan? w sin® i'|2A (i, k')

=M

gefunden:

2
S =

pren (LM + L'M].
Sooft wir also fiir jede der beiden Variablen zwischen konstanten Grenzen
integrieren, i = i1, i = ip und i’ = 7], i’ = 1}, wird S die Fliche eines auf
der Oberflache des Ellipsoiden gezeichneten Rechtecks, welches von vier
Kriimmungslinien eingeschlossen ist, von welchen zwei sich auf dieselbe
Kriimmung beziehen. Die zwei, die sich auf die andere Kriimmung beziehen,
werden erhalten, sofern in den oben gegebenen Werten der Koordinaten
x, Y, z der Buchstabe & als Konstante angesehen wird, und ihm die Werte
tanh = - taniy, tanh = - tani, zugeteilt werden; die zwei, die sich auf die
andere beziehen, wo /' wie eine Konstante behandelt wird, und diesem die
Werte tan/’ = 2 tani/, tanh’ = 2 tan i} zugeteilt werden. Es ist klar, dass ein
Rechteck von dieser Art allgemein durch elliptische Integrale ausgedriickt
wird, welche zur dritten Gattung gehoren. Sooft man aber den Oktanten der
ganzen Flache sucht, miissen die Integrale zwischen den Grenzen h = 0,
h = 7%; W =0H" = 7 erstreckt werden, und daher auch zwischen den
Grenzeni=0undi= 7, i =0und i = 7. In diesem Fall reduzieren sich
die elliptischen Integrale zu denen auf die erste und zweite Gattung, woher
wir, unter Verwendung verschiedener Reduktionen, zum oben gefundenen

Ausdruck gefiihrt werden. Dies findet man ausgefiihrt bei LEGENDRE.
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11.

Im Fall, in dem die Integration iiber den Oktanten der ganzen Fliche erstreckt
wird, kann die Reduktion des gefundenen Ausdrucks

S= LZ[LM’ +L'M]
= mip?

nicht ohne auflergewohnliche Funde in die einfachere, oben mit anderen
Methoden gefundenen, Form gebracht werden, welches der illustre LEGENDRE
iiber die dritte Gattung von elliptischen Integralen bewiesen hat. Umgekehrt
konnen die sehr auflergewohnlichen Eigenschaften der elliptischen Integrale
durch jene Transformation von Doppelintegralen sehr elegant bewiesen wer-
den.

So erhélt man eines Beispiels wegen {iiber die gefundene Formel

, kk cos?i + kK'k' cos?i’ . .,
[ [sinndndd = [ [ NGORNCED didi
A% (ki) + A2(K, i) — 1

Ak, D)A(K, 1)

didi’

=/

im Fall, in dem sie fiir die Winkel 7, ¢, i, i’ zwischen den Grenzen 0 und g
integriert wird, sofort das vom illustren LEGENDRE entdeckte auflergewohnli-
che Theorem, welches die Relation zwischen den elliptischen Integralen der
ersten und zweiten Gattung beschreibt, welche sich auf den Modulus k und
sein Komplement k' beziehen,

T

5

Einen vorziiglichen Beweis derselben, ebenfalls aus einer allgemeinen Formel
abgeleitet, hat der hoch geehrte ABEL gegeben (Vol. II. Seite 26).

FY(k)EY(K') + FY(K')E' (k) — F*(k)FY(K') =

Wir haben oben gesehen, dass die drei Grofien cos#, sin# cos @, sinz sin ¢
die Kosinus der Winkel sind, welche die in einem Punkt des Ellipsoiden
gezogene Normale mit den Achsen bildet. Daher ist klar, dass sindndd das
Element der Totalkriimmung der Flache ist, wie sie der hoch geehrte Gauss
in Disq. gener. de superf. curvis genannt hat. Daher findet man mithilfe der
gefundenen Formel
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2 201 3/ R
//sm;7d;7dz9 // [A*(k, 1) +A k(k/)‘) 1]didi

leicht, dass die Totalkriimmung eines auf der Oberﬂache des Ellipsoiden liegenden
von vier Kriimmungslinien begrenzten Rechtecks diese ist

[F(i,k) — F(i,k)][E(#,K) — E(i',K')]
+ [F(ip, k') — E(i', K)][E(i2, k) — E(i, k)]
— [F(iz k) = F(in, K)][E(i5, k) — E(i1, k).

Die Totalkriimmung des Rechtecks wird der Teil der sphédrischen Fldche sein,
abgetrennt mit zwei Kegeln, mit der Gleichung

vy kkzz ~ xx

cos?i = A%2(i,k)  sin?i

nach Setzen von i = i; und i = i, und zwei Kegeln, mit der Gleichung

vy K'k'xx 2z

cos?i’ = A2(i', k') sin?i!’

nach Setzen von i’ = i}, i’ = 7}, wenn freilich die Scheitel der Kegel im

Zentrum der Kugel festgelegt werden. Dies wird aus den Werten, welche
cos 1, siny cos ¥, siny sin ¢ fiir die Grenzen annehmen, leicht bewiesen. Sooft
iy = 0, i{ = 0 ist, werden aus den Kriimmungslinien die Hauptachsen des
Ellipsoiden; im Fall i, = i, i, = i’ wird die Totalkriimmung

F(i,k)E(i'K') + E(i',K)E(i,k) — F(i, k)F(i',K').

Ich bemerke noch, dass das Linienelement der Kriimmung, wihrend /' oder
i’ eine Konstante bezeichnen,

L\/)\/\c:oszh T MA cos? i - mmsin? h + nn cos? h -
mn A(h,A)

nvkk cos?i + k'k' cos? i’ di
mm[1 — kk sin®w sin?]3[1 + K’k tan2 wsin? "]z A(i, k)

ist; wiahrend h oder i eine Konstante bezeichnen,

dh’

1
— 2 Il 271 . in2 1! 205 ., "
np\/AAcos h+ A'A cos? h \/ppsm W' + nncos?h A, V)
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B nv'kk cos?i + k'k’ cos? i’ di’
pp[1 — kksin wsin?i]2[1 + k'K’ tan2 wsin?i]2 A, K')

Nachdem die beiden Linienelemente miteinander multipliziert worden sind,
geht, was passieren muss, das Flachenelement hervor. Es ist klar, dass die
Rektifizierung der Kriimmungslinie von den ABEL’schen Transzendenten
abhéngt.

12.
BEISPIEL IV

D / / sin pd gdy
[m'm’ cos? @ + n'n’ sin® g cos? ¢ + p'p’ sin® g sin” ]v/R
Durch unsere Substitution wird unser vorgelegtes Integral mithilfe von 7, ¢
auf diese Weise ausgedrtickt:

sinydndd

1,1

D = oy .
sin? 77 sin® ¢

+ sin? 77 cos © +

1 //
/ /

mnp mm COSZU
mm nn

Daher erhalten wir aus den in zweiten Beispiel vorgelegten Formeln, wenn

wir freilich dort 77, 7, % anstelle von m, n, p setzen:

. Fkw)

2 mn'p'sinw’
wobei der Modulus k und die Amplitude w mit diesen Gleichungen definiert
werden:

p'p (mmn'n' —m'm'nn) pm’ !

kK n'n' (mmp'p’ —m'm’'pp)’ cost= mp' Aw k) =

/I

Oder man erhélt auch aus (16) die Formel:

D:// [ sin pdgdyp

m'm’ cos? ¢ + n'n’ sin® g cos? i + p'p’ sin? @ sin® Y| \/mm cos? ¢ + nnsin® @ cos? P + ppsin? gsin® ¢

/f dx
) V/ (mm +m'm’x) (nn + n'n’x) (pp + p'p'x)

Ll

24



13.
BEISPIEL V

E_ sin pd dy
uvu

U = acos? ¢ + bsin? ¢ cos? P + csin® sin® ¢
+2d sin® @ cos P sin ¢ + 2¢ cos ¢ sin @ sin Y + 2 cos @ sin @ cos P,
U’ = a’ cos? ¢ + b’ sin® g cos? i + ¢’ sin? sin®
+2d’ sin” ¢ cos 1 sin i + 2¢’ cos ¢ sin @ sin P + 2’ cos ¢ sin @ cos .
Grenzen ¢ =0, ¢=m; Pp=0, p=2m.

Das in diesem Beispiel vorgelegte Integral ist um vieles komplizierter als
das, iiber welches wir im vorhergehenden Beispiel geredet haben, weil in den
Ausdriicken von U, U" aufler den Quadraten der Grofien cos ¢, sin ¢ cos ¢,
sin ¢ sin ¢ noch je zwei miteinander multplizierte gefunden werden. Nichtsde-
stoweniger finden wir seinen Wert, wenn wir die Substitution, die wir benutzt
haben, mit einer zweimal verwendeten Transformation von orthogonalen
Koordinaten verbinden. Wir wollen aber annehmen, dass U, U’ fiir die gewiss
reellen Werte der Werte ¢, ¢ immer positive Werte beibehalten; sooft naimlich
U auch negative Werte annehmen kann, wird das vorgelegte Integral imaginar,
sooft U’ auch auch negative Werte annimmt, geht der Wert des Integrals ins
Unendliche {iber.

Und wenn wir 7 cos ¢, r sin ¢ cos ¢, r sin ¢ sin i als orthogonale Koordinaten
des Punktes betrachten, dessen Abstand vom Ursprung der Koordinaten = r
ist, wird durch die erste Transformation der Koordinaten leicht eingesehen,
dass E diese Form annehmen kann:

E_ // sin ¢'dg’dy’
u’ \/GG cos? ¢ + G'G’sin? ¢/ cos? ¢/ + GG sin” ¢’ sin

wiahrend rcos ¢’, rsin ¢’ cos ¢, rsin ¢’ sin ¢’ die transformierten Koordinaten
bezeichnen, bezogen auf die Hauptachsen des Ellipsoiden, dessen Gleichung

rPU=1
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ist, und dessen Halbachsen %, é, % sind. Und weiter werden die Grenzen
des transformierten Integrals ¢’ = 0 und ¢/ = 7, ¢’ = 0 und ¢’ = 27 sein.
Aber die Funktion U’, durch ¢', ¢ ausgedriickt, nimmt diese Form an:

U’ = a" cos? ¢' +b" sin? ¢/ cos® ¢’ + ¢’ sin ¢’ sin” ¢’
+2d" sin? ¢’ cos ¢’ sin ¢’ + 2¢” cos ¢’ sin ¢ sinyp’ + 2" cos ¢’ sin ¢’ cos '

Auf das so transformierte Integral wollen wir unsere Substitution anwenden,
also

G cos ¢/
VR

nach Setzen von

G’ sin ¢’ cos ¢/
VR

G" sin ¢’ sin ¢/
VR ’

cosy' = sinyy’ cos ¥ = siny’sind =

R' = GGcos? ¢' + G'G'sin? ¢’ cos® ¢’ + G G" sin? ¢’ sin® ¢/,

wonach das vorgelegte Integral die folgende Form annimmt:
1 siny'dy'dd’
E = GG/G// / / u/l 4

_a’cos?y’ | b'sin?ny’ cos?® ¢’ sin’ 7y’ sin? ¢/

wenn man freilich

u” GG G/G/ G//G//
d"sin? 5’ cos ¥’ sin® ¢’ cosy'siny’sin®  f" cosy’siny’ cos '
+2 G'G" G"G + GG’

setzt. Und wieder werden die Grenzen ' =0und 7 = 71,  =0und ¢ =21
sein.

Nun wollen wir an zweiter Stelle rcos#’, rsiny’ cosd’, rsiny’sind’ als
orthogonale Koordinaten des Punktes betrachten, dessen Abstand vom Ur-
sprung der Koordinaten = r ist; es seien rcos, rsiny cos ¢, rsiny sin ¢ die
transformierten Koordinaten, bezogen auf Hauptachsen des Ellipsoiden, des-
sen Gleichung

rrld” =1
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ist, und dessen Halbachsen m, n, p sind. Nachdem das festgelegt worden ist,
nimmt das durch 7, ¢ ausgedriickte Integral natiirlich diese sehr einfache
Form an:

E_ sinydnd?d
B / / cos?n  sin’ycos’y  sin®ysin? 9]’
GGIG// |: + +
mm nn pp
wihrend die Grenzen des Integrals wieder 7 = 0 und 7 = 7, ¢ = 0 und

¢ = 2m sind. Dieses ist im Beispiel II leicht auf ein elliptisches Integral
reduziert worden.

14.

Die im Vorhergehenden angegebene Reduktion des vorgelegten Integrals er-
fordert zwei Transformationen von orthogonalen Koordinaten, welche jeweils
von der Losung einer kubischen Gleichung abhdngen. Denn zuerst findet
man GG, G'G’, G”G" als Wurrzel einer kubischen Gleichung, von welchen
die Koeffizienten der ersten verwendeten Substitution abhdngen, und daher
auch die Groflen a”, b” etc. Durch diese und G, G/, G” werden danach die
Koeffizienten der zweiten kubischen Gleichung dargeboten, deren Wurzeln
ml—m, nl—n, # sind. Aber nach der Rechnung bemerkt man, dass aus jenen Ko-
effizienten der zweiten kubischen Gleichung diese Groéfen G, G/, G” ganz
herausgehen, woher wir der Auflosung der ersten kubischen Gleichung nicht
bediirfen; sodass das Problem, was von zwei kubischen Gleichungen abzu-
hédngen scheint, in Wirklichkeit nur von einer einzigen abhdngt. Ich werde die
Rechnung skizzenhaft aufzeigen, welche Rechnung gewiss auch bei anderen

Gelegenheiten niitzlichen niitzlich sein wird.
Die zuerst verwendete Substitution sei:
cosp =wcos¢ + a'sing’ cosy’ + a”sin ¢ siny’,
singcosyp = Bcos ¢ + B'sing’ cosy’ + B"sin ¢ siny’,
singsiny = ycos ¢’ + /' sing’ cosy’ + " sin ¢’ siny’,

daher auch umgekehrt:
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cos¢ =wcosp + BsingcosyP + ysingsiny,
sing' cosP’ = a’cos@ + B'singcosy + ¥ singsiny,
singsiny’ = a’ cos ¢ + B"’singcosyp + 7" sin@siny,

Nachdem diese Gleichungen in die Funktion U’ eingesetzt worden sind,
erhalten wir

a' =dan + VBB 4+ yy +2d'By 4+ 2dya 4 2f'ap,
b// — a/a/“/ _|_ b/'B/‘B/ + C/,)//,)// + zdlﬁ/,)// + 26”)/,“/ + 2f’“/lB/,
c// — ﬂ/(X"lX" _|_ b/lBNﬁ// + c/,y//,)/// + zd/ﬁ//,.)/// + 261,)///a// + 2f,DC//‘BH

d// — a/lX/(XN + bllB/‘B// + C/,.)/l,y// + d/(lB/,.)//l + ‘B/l,)//) + e/(,)//lxl/ + ,)/l/“l) + f/(“/‘B/l + DC,/‘B/),
e// :a/“//“ + b/lB/l‘B +C/,)/l/,)/ _|_d/(’B//,)/ _|_‘B,)//l) _|_e/(,)///“ _{_,)/“//) +f/(“”ﬁ +0€ﬁ,/),
flr=dad +VBE + vy +d(By +By) +e(vd + ) + flap’ +a'B).
Zwischen den Koeffizienten der vorgelegten Substitution hat man sehr bekann-
te Relationen, welche in der Transformation eines Systems von orthogonalen
Koordinaten in ein anderes System derselben Art gelten. Damit weiter das
System von neun Koordinaten dasselbe ist wie das der Hauptachsen des Ellip-
soiden, dessen Gleichung r2U = 1 ist, wenn freilich %, é, & die Halbachsen
sind, muss diese Gleichung gelten:

U = GGcos? ¢' + G'G'sin? ¢’ cos® ¢ + G G" sin? ¢’ sin® ¢/,

woher diese Relationen hervorgehen:
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GGaw + G'G'd/a’ + G'G"a"a" =a,
GGPP + G'G'B'p' + G"G"p"B" =b,
GGyy + GGy + G"'G"y"y" =,
GGy + G'G'p'y + G"G"p"y" = d,
GGya + G'G'y'a + G'G'y'a" =,
GGap + G'G'a'f + G'G"a"p" = f,

mit welchem wir die folgenden verbinden wollen, die aus den vorhergehenden
folgen:

G/ZGNZDCIX + GHZGZDC/{X/ + G2G’2(X” " —be — dd
G’ZG”zﬁ,B + G”2G2,B/ﬁ, + GZGIZﬁ//‘B// —ca — ee
G/ZGHZ’)/’)/ 4 G/QGZ’)//’Y, + GZG’27” "— abh — ff/
GIZGHZIB’)/ 4 GHZGZIB + GZGIZﬁH n_ Ef — ad
GIZG"Z’M + G”ZGZ’y’zx’ + Gszz "o fd o be

G/ZGNZOC,B 4 G”ZGZDC//%/ + GZG/ZDC//[B” —de — Cf,
G*G"*G"? = abc — add — bee — cff + 2def.

Die Gleichung des zweiten Ellipsoiden, dessen Hauptachsen als ausfindig zu
machen vorgelegt werden, war diese:

ﬂ” b/l C/l zdll fl/
—Xxx + Yz + G”G GG’

GG G’G’W + G'G" 2z + G'G" xy =1,

wenn freilich

rcosyy’' =x, rsiny'cos?® =y, rsiny'sind =z

ist. Daher, wenn m, p, p die Halbachsen sind, werden, aus der bekannten
Theorie der Hauptachsen der Oberflichen zweiten Ordnung, S @, W die
Wurzeln der kubischen Gleichung

3 ) a b o e —a'd" Mal — e a'b" — f//f//
X=X GG + == G'G + GG +x G/2G//2 + G//ZGZ + GZG/Z
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a//b/lcl/ _ a//d//d// _ b//el/e// _ C//f//f// + Zd//e//f//
G2GRG!"”? -
Nachdem aber die Werte von a”, b etc. eingesetzt worden sind, lassen sich
durch die oben angefiihrten Relationen und die zwischen «, 8, v etc. die
Koeffizienten allein tiber die Grofien a, b, ¢ und a’, ¥/, ¢’ etc. ausdriicken.
Danach wird die kubische Gleichung mit G?G">G"? multipliziert zu dieser:

0.

x3{abc — add — bee — cf f + 2def}
B xz{ a'(bc — dd) + UV'(ca — ee) + c'(ab ff)}
+2d' (ef — ad) + 2¢'(fd — be) + 2f'(de — cf)
Ly { alb'd —d'd")y + b(da —ée)+ c(alt f’f’)}
2d(ef — dd) + 2e(f'd — be') + 2f (d'e’ — ¢'f')
av't +a'd'd +bee 4+ f'ff —2d'ef =0.

. . . 1 1 1 . .
Wenn die Wurzeln dieser Gleichung -, -, p waren, haben wir in § 13
gesehen, dass man findet:

E_ 1 // sinndndd
B \/abec —add —bee — cf f + 2def cos? 7 n sin? 77 cos? ¢ " sin? 7 sin? ¢’
mm nn pp

nachdem die Integrationen von 7 = 0, ¢ = O bis hinzuny = 7, ¢ = 27
ausgefiihrt worden sind.

Ich merke an, dass nach Vertauschen von a, b, c und a’, V’, ¢’ etc. Grofien, die

kubische Gleichung in eine andere tibergeht, deren Wurzeln die reziproken
Werte haben.

15.
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UBER DIE SUBSTITUTION

_ gcos ¢+ hsingcosy +isin@siniy

cosy = ,
' vu
sin# cos ¥ = g'cos ¢+ singcosy +i'singsing
vu
sinysin 9 = g"cos ¢ + " sin g cos  + i sin psiny

Vu

Die Methode, die wir im Vorausgehenden verwendet haben, ging tiber drei
Transformationen des vorgelegten Integrals vor; ich mochte im Folgenden eine
neue und direktere Methode vorstellen, mit welcher wir mit einer einzigen
Substitution zur einfachen Form gelangen, in welche wir das Integral E ge-
bracht haben. Und wahrend in der vorhergehenden Methode zwei Ellipsoiden,
welche auf orthogonale Achsen bezogen worden waren, auf die Hauptachsen
bezogen werden mussten, sind mit dieses Methode die Hauptachsen eines
einzigen Ellipsoiden, dessen Gleichung auf schiefwinklige Koordinaten bezogen sind,
ausfindig zu machen.

Es sei das algebraische Problem vorgelegt, mit den linearen Substitutionen

u=gx +hy + iz
v=g¢'x + 1y +1iz
w:g//x+l’l/,y—|—i,/2

die zwei folgenden Ausdriicke

A =axx + byy + czz + 2dyz + 2ezx + 2fxy,
A =a'xx + Vyy + /zz + 2d'yz + 2¢'zx + 2f'xy

auf die einfache Form, aus welcher die Produkte von je zwei Variablen herausgehen,

A=uu —+vv + ww,

A/—ﬂ+%+%
mm  nn pp’
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Ausfindig zu machen sind die Koeffizienten der verwendeten Substitution, und die
GrofSen m, n, p..

Das vorhergehende Problem hat keine Schwierigkeit und wird leicht auf
ein bekanntes geometrisches Problem zuriickgefiihrt. Wir wollen namlich
festlegen:

Va-x=x, Vby=y, Joz=72,
e
EZCOSV,

woher wird:

A=xx" +yy +7272 4 2cosAy’z + 2cosuz'x’ + 2cosvx'y/,
a v ol 24’ 2¢/ 2f
Al ==Xy + —yy + =27 "7 z'x!
a + byy * c * \/bcy i vea M vab

Weiter werden diese Substitutionen zu verwenden sein:

x'y.

u—ix/—k—y’—l—iz/,
Va Vb Ve
g/ !/ ' / i/ /

V==X + —=y + —=7,
var T Tk

w = gi//x/ + Lyl + iz/‘

VA Vb Ve

Es seien x/, v/, z/ die schiefwinklingen Koordinaten des Punktes, welche
die Winkel A, y, v miteinander bilden; hier sind u, v, w die orthogonalen
Koordinaten des Punktes, die denselben Ursprung haben, das Quadrat des
Abstands des Punktes vom gemeinsamen Ursprung der Koordinaten kann
entweder durch die Formel A oder durch uu + vv + ww ausgedriickt werden,
woher diese erste Gleichung Geltung haben muss:

A = uu + vo + ww.
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Es seien weiter 1, v, w auf die Hauptachsen des Ellipsoiden bezogen, dessen
Gleichung, bezogen auf die schiefwinklingen Koordinaten x’, y/, 2/,

Al=1
ist; es muss diese andere Gleichung Geltung haben:

,  uu vU  ww

wenn freilich m, n, p die Halbachsen des Ellipsoiden sind. Daher stimmt das
vorgelegte Problem mit dem geometrischen Problem iiberein, die Hauptachsen des
Ellipsoiden ausfindig zu machen, dessen Gleichung A’ = 1 ist, wihrend x', y', 2’ die
schiefwinkligen Koordinaten bezeichnen, welche die Winkel A, u, v miteinander bilden.
Die Analysis dieses Problems wird auch anderenorts gefunden, und ist auch
von mir im D1ar1o CReLLII VOL. II PAG. 227 dargeboten worden. (Vergleich
diesen Band, Seite 47).

An erwédhnter Stelle habe ich bewiesen, wenn freilich die Gleichung des
Ellipsoiden

AX'x + By'y' + CZ'Z' + 2ay'z' + 2bz'x" + 2cx’y’ =1
ist, dass ml—m, %, ﬁ die Wurzeln dieser kubischen Gleichung sind:

(x—A)(x—B)(x —C) — (x — A)(xcos A —a)? — (x — B)(xcos u — b)?
— (x = C)(xcosv —c)®+2(xcosA —a)(xcospu —b)(xcosv —c) = 0.

An dieser Stelle wird also anstelle vom

zu schreiben sein:

a/ b/ C/ d/ e/ f/

a 7 E/ ?/ \/E, \/a/ \/%'

Daher, wenn wir dartiber hinaus wieder diese Werte einsetzen:

f

d e
COSA = ——, COSY = ——, COSV= —r—,

Vbe Vea’ Vab
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wird die kubische Gleichung, mit abc multipliziert:

(ax —a')(bx —b")(cx — ') — (ax —a')(dx — d')* — (bx — b)) (ex — ¢')?

—(ex — &) (fx— f)2 +2(dx — d')(ex — &) (fx — f) = 0.

Diese stimmt vollkommen mit der {iberein, zu welcher wir im vorgehenden §
gelangt sind. Nachdem dieselben Anderungen vorgenommen worden sind,

erhilt man aus den an erwihnter Stelle angegebenen Formeln die Werte der

Koeffizienten %, %, \% und daher auch die von g, A, i.

16.

Ich bemerke allgemein, dass nach Vorlegen der Gleichung

u=gx +hy +iz
v=g'x +hy +i'z
w = gl/x + h/ly + i//Z,

wenn freilich x, y, z und daher auch u, v, w als Funktionen der zwei Variablen
@, P betrachtet werden, nachdem der Kiirze wegen

=9z dyoz
99y Iy g’
o Eox ozox
dp oy  JdPdg

ox dy  Jdx dy

N g0y~ ayag
gesetzt worden ist, wird:
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dv dw dv Jw — (h/i// o ]’l”i/)L 4 (i/g// _ i//g/)M 4 (g/h// _ g”h’)N,

dpap g

g@(‘;g; - gj;g: = (W'i — hi")L + (i"g — ig")M + (§'h — gh")N,
ou d ou d : . . .

8282 - atbliaz) = (hi' — W)L + (ig' — i9)M + (gh' — gh)N.

Nachdem diese Gleichungen respektive mit u, v, w multipliziert worden sind
und sie summiert worden sind, dann die Terme verworfen worden sind, die
sich aufheben, geht hervor:

Jowdw wdw] | rowon dwan] | fowde dude
0pdY 0P ¢ 09 Y 0P ¢ 0@ oY  JPdg

_ply |0z _dyoz]  fdzdx dzox| = Joxoy _ Ooxdy
“\lagay ayae] " Vapay ~ apag| T “lagay  ayae) S’

nachdem der Kiirze wegen gesetzt worden ist:

(17)

P — g(h/i// o h/li/) +g/(hlli _ hill) +g//(hil _ hll)

Nachdem dies vorausgeschickt worden ist, sei nun

X=cos@, Yy=singcosy, z=singsiny,

es sei weiter

u . v . ) w
cos1 = , sinycost = , sinysin® = .
Vv uu + 0o + ww v uu + vo + ww v uu + vo + ww

Nachdem wir den Koeffizienten g, I, i etc. dieselben Werte wie im vorherge-
henden § zuteilen, wird sein:

A=U =uu +vv + ww,

A=y = M e, W
mm  nn  pp’
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und daher:

U’ cos’n sin*ncos’d®  sin’zsin? ¢
bl + + :
u mm nn pp

Aber die zwischen u, v, w und x, y, z vorgelegten linearen Gleichungen
werden:

gcos @ + hsingcosyp +isin@siny

cosy =
' VU
siny cos® = ¢ cos ¢ + I’ sin g cos ¢ + i’Sinq)sintp,
Vu
siny sin 8 — <" cos ¢ + h" sin ¢ cos p + i’ Sinqosinlp.

Vu

Man hat weiter aus § 1:

Jowar ayay] | fazax aax) | fovay avay] _
dpap  opayp| ' Y|dgay  apay dpap  apoayp| P
JJPdw _d0dw] | fowdn  dwon]  foude dudo
dpop  ap oy dpdp oy oy 9P  op Iy

[uu + vo + ww)

dedy = sinndndd

3
2

und daher aus Formel (17):

singpdedp 1 o
TR sinydndd,

woher auch:
singpdedyp 1 sinnydndd
u~/u P cos’y n sin? 17 cos? @ + sin? 7 sin® ¢
mm nn pp

Den einzelnen Werten von cos ¢, sin ¢ cos ¢, sin ¢ sin i entsprechen reelle Wer-
te und zwar eindeutig die der Grofien sin#, sin# cos 9, sinz sin ¢; und leicht
ist klar, dass den einzelnen Werten von cos 77, sin 7 cos ¢, sin ¢ sin ¢ umgekehrt
reelle Werte entsprechen und zwar eindeutig die der Groéflen cos ¢, sin ¢ cos ¢,
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sin ¢ sin ¢. Daher, nachdem all diesen reelle Werte zugeteilt worden sind,
kommen auch jenen Werten nur reelle Werte zu, und das freilich nicht mehr
als auf eine Weise; oder nach Integrieren von ¢ = 0, ¥ = 0 bis hin zu ¢ = 7,
¢ = 27t muss auch von 7 = 0, & = 0 bis hin zu y = 71, = 27, oder was das-
selbe ist, nachdem dasselbe Integral iiber die ganze Kugel erstreckt worden ist,
muss auch das transformierte Integral {iber die ganze Sphére erstreckt werden.

Es verbleibt, dass wir die Konstante P mit den gegebenen Grofien darbie-
ten; das geschieht leicht mit den folgenden geometrischen Betrachtungen.
Wihrend némlich wie oben x/, i/, z’ schiefwinklige Koordinaten, u, v, w
orthogonale Koordinaten bezeichnen, wonach wird:

h
A Rl
g/ h/ /
=
/! " 1
w=2S v+ Ty Ly

vao o Vb Ve

Die Kosinus der Winkel zwischen x” und den orthogonalen Achsen

5
X

Die Kosinus der Winkel zwischen y’ und den orthogonalen Achsen

S 5= g
S
<

Die Kosinus der Winkel zwischen z’ und den orthogonalen Achsen,

%
abc
das Parallelepiped ist, begrenzt von den Achsen x’, i/, z’ und mit Seitenlinge

= 1. Dasselbe wird bestétigt

woher aus den Elementen der analytischen Geometrie bekannt ist, dass

\/1 — cos? A — cos? jt — cos? v + 2 cos A cos y cos v

zu sein. Nachdem die beiden Ausdriicke gleich gesetzt worden sind und die
Werte
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f
Vab

COSA = ——, cospy =

Vbe

eingesetzt worden sind, geht hervor:

, COsSV =

[

P = \/abc — add — bee — cff + 2def.

Daher ergibt sich schliefSlich, nachdem der Wert von P eingesetzt worden ist
und die Doppelintegration durchgefiihrt worden ist,

£ // sin godq)dlp

_ 1 // sinndndd
 \Jabc —add — bee — cff + 2def cos? 1 N sin® 7 cos? @ N sin7sind’
mm nn pp

1

wobei die Integrale iiber die ganze Sphire erstreckt worden sind und -1, L

plp die Wurzeln der Gleichung

(ax —a')(bx —b")(cx — ') — (ax —a')(dx — d')* — (bx — V") (ex — ¢')?

—(ex =) (fx = f)? + 2(dx — d') (ex — &) (fx — f) =
bezeichnen. Diese stimmen vollig mit den oben gefundenen {iberein. Wir

sehen, dass diese Transformation durch eine einzige Substitution gefunden
wird:

gcos @ + hsin@cosyp + isin gsiny

cosy =
o Vi
siny cos § — § 0S¢ TN singcosy +i'singsiny
vu
sin sin & — ¢ cos ¢+ h"sin g cosyp + i’ sinqosim/),

vu

nachdem die Koeffizienten g, h, i entsprechend bestimmt worden sind.
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17.

Wir haben in Beispiel II § 8, 15 diese Formel angegeben

B sinnydnde _ dax
~ mnp // cos? ;7 sin 17c05219 N sin?ysin®d 4 0/ V(x+mm)(x +nn)(x + pp)’
pp
nachdem das Doppelintegral vony =0,%=0bishinzuy = 7,9 = 7
erstreckt worden ist. Daher wird, nachdem das Doppelintegral iiber die ganze
Sphiére erstreckt worden ist,

51n17d17d(p o
17 sin’ 17cos , sin“ysin \/1+ x )(1+ )
pp

Daraus ist klar, dass die GrofSe, welche im einfachen Integral unter der Wurzel gefun-

den wird, rational dargeboten werden kann, auch wenn ml—m, nl—n, pi nur als Wurzeln

einer kubischen Gleichung gegeben sind. Wenn dies auf den im Vorhergehenden

vorgelegten Fall angewandt wird, sind -, L, op Lals Wurzel der Gleichung

(ax —a'")(bx —b")(cx — ') — (ax — a") (dx — d')* — (bx — V') (ex — ¢')?
—(ex =) (fx = f1)* +2(dx — d')(ex — &) (fx — ) =

gegeben. Daher wird der Ausdruck zur Linken mit diesem

oo (e i) (=) (=30)

identisch sein. Nachdem —1 anstelle von x gesetzt und dann mit —x> multi-
pliziert worden ist, erlangen wir daraus die folgende identische Gleichung:

X X X
PP (1+%) (1+%) <1+pp>
=(a+ax)(b+bVx)(c+c'x)—(a+ax)(d+dx)?— (b+bx)(e+ex)?
—(c+cx)(f+ f2)? +2(d +d'x) (e +x) (f + fx).
Daher hat man nun ein sehr bemerkenswertes Theorem, in welchem das

vorgelegte Doppelintegral E von einer Auflosung einer algebraischen Gleichung
durch ein einfaches Integral ausgedriickt wird.
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Theorem

Man setze

U = acos? ¢ + bsin® ¢ cos? ¢ + ¢ sin® g sin® ¢
—|—2dsin2gocostpsinlp+2ecosq)sinqosinl/)+2fcos @sin@cosy,

U’ = a’ cos? ¢ + b’ sin® g cos? ¢ + ¢’ sin? ¢ sin® ¢
+2d’ sin? ¢ cos Y sin ¢ + 2¢’ cos @ sin @ sin P + 2 cos @ sin @ cos ¢,

X==(a+ax)(b+bx)(c+cx)—(a+a'x)(d+dx)?— (b+bx)(e+e'x)?
—(c+dxX)(f+ f'x)?>+2(d+d'x)(e+ex)(f+ f'x),

es wird

dod T d
//smfp(pw 0/\/%

sein, nachdem das Doppelintegral von ¢ = 0, ¢ = 0 bis hin zu ¢ = 7, = 27
erstreckt worden ist.

Aus dem vorhergehenden sehr allgemeinen Theorem folgen diese Spezial-
talle:

sin pdpdy
J IR
(1) vu

o0 dx

=2r [

sin pdpdy
j j Smedody

dx

o V(@a+x)(b+x)(c+x)—dd(a+x) —ee(b+x) — ff(c+ x) + 2def’

//sm(pd(pdgt7 4
3 \/abc — add — bee — cff + 2def
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Was (2.) betrifft, bemerke ich, dass allgemein, nachdem a, b, ¢ etc. und a’, V/,
¢’ etc. miteinander vertauscht worden sind, und zugleich % anstelle von x
gesetzt worden ist, die beiden Formeln

// sin qodgod
// sin (pd(pdl[]

jeweils auseinander folgen.

sk
" i

Konigsberg, 1. November 1832.
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